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On d&ermine explicitement pour p z 2, le p$s petit des degrks des irrkductibles 
de FP,lX] factorisant le polynBmef(XP - ayP - bX). 
INTRODUCTION 
Soient f(X) un polynome irriductible de F,,JX] de degre n et g(X) un pr- 
polynome de IFJX], de la forme g(X) = Xpzr - axP’ - bX avec ab # 0. (r et s 
disignent des entiers arbitraires.) 
On sait que le polynome f( g(X)) est hyponormal sur IF,. On donne ex- 
plicitement dans ce qui suit le plus petit des degris des polynomes irriducti- 
bles de lF,,[X] factorisant le polynomef( g(X)). Ce degre sera appeli ci-aprb 
“le degre’ minimum de f (g(X)) SW IF,“. Ces hypoth&es et cette terminologie 
sent supposbes @es duns tout ce qui suit. Bon nombre de resultats sont 
etablis lorsque la caracteristique p est differente de 2. Le cas p = 2 en consi- 
quence fera l’objet d’une etude ulterieure. 
Entin on retrouve la mame situation que celle qui avait ete mise en 
evidence dans l’etude de la factorisation de f (Xp’ - aX) [ 11, concernant le 
degre minimum. Ou bien ce degre est n, ou bien ce degre est de la forme 
P kt ’ n, k itant un entier difini P l’aide de r, s et n. 
N.B. Pour lire ce travail il faut d’abord se referer a [2]. Le lecteur peut 
en outre consulter [9] ou les Auteurs itudient entre autres ce problime en 
imposant aux coefficients a et b l’appartenance au corps IF+,,. On notera 
que nos r&hats sont obtenus en toute geniralite du moins saris la restric- 
tion pr&t!dente. Par ailleurs on a cherche une explicitation on ne peut plus 
poussee des parametres. 
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1. RBSULTAT FONDAMENTAL 
On dlnote par a, p deux lllments de F, tels que: 
Xpz’ - UP’ - bX = (Xp’ - aX)p’ - p(Xd - aX), 
c’est-i-dire tels que ap’ + p = a et a,8 = -b. On a alors la proposition. 
1.1. PROPOSITION. Soient 
[Zr,snllr-2 [2r,snl/r- I u(X)= c c a@ 12’.rnl-p(h+I)r)/~r-,, P xpt’ 3 
t=o fI=tt 1 
[2t,snllr- I 
v = -a c a@ 
W.rnl~~(h+ “‘)/(p’- ,) (ph’-,j,(,,-- I, 
P 3 
[2r,snl/r- I 
w= T  a@ 
12r.snl-plh+ "')/(p'- I) 
$ 7 
phr- ~)/(p'- I) 
he0 
respectivement des &Cnents de Fp,“[X] et de IF,. Soit 0 E IF,, une racine du 
polynhne irrtfductible f (X) de lF,,[X] alors on a: 
Cas 1: Si (v-l~‘t’+a(v-l)w”‘-b~‘+l#O alors le degrP 
minimum de f ( g(X)), sur F, est n. De plus g(X) - 0 posssde une racine uni- 
que x0 dans [Fpsn &gale ci 
wupy’ - ((v - 1 y’ + al@‘) u(B) + wp’+ ‘e 
“= (v-l~‘+‘+a(v-l)WP’-b~~’ 
Cas 2: Si pf2, si (v- l)p’+‘+u(v-l)WP’-bWd+‘=O, et si 
f(X),/‘w(u(X))P’ - ((v - 1 y’ + ati’) u(X) + wP’+‘X, alors le degre’ minimum 
de f( g(X)) sur F,, est pk+ ’ . n oti pk est la plus grande puissance de p divi- 
sant 2r/(2r, sn). 
Cas 3: Si pf2, si (~-11)P’+‘+u(v-1)WP’-bbWd~‘=0, si 
f(X) ) w(u(X))~’ - ((u - 1)“’ + a/) u(X) + Wp’+ ‘X, si w # 0, alors .le degrb 
minimum de f (g(X)) sur IF,, est n. 
Cas 4: Si v = 1, si w = 0 et si f(X)l;u(X) alors le degre’ minimum de 
f(dX)) sut- Fps est P kt ‘n, o$ k est le plus grand exposant tel que pk divise 
2r/(2r, sn). 
Enjh, 
Cas 5: Sip # 2, v = 1, w = 0 et si f (X) 1 u(X) alors le degre’ minimum 
de f (g(X)) sur Fps est n. 
Preuue. Elle va nkessiter de nombreux lemmes. 
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2. LEMMES 
2.1. LEMME. Soit 0 E lFpsn une racine du polyn6me irrkductible f(X) de 
F,,(X]. Soit 1 un entier non nul; on a duns F,,,(X] I’identite’ 
atp 
(I+l)r-p(h+I,‘),(pr~.,) 
x (Xp2r - aXpr - bx - O)pr’. 
La formule se dkmontre aiskment en raisonnant par rimmence sur l’entier 
1. On Ccrira prouisoirement pour alleger les notations: 
xp "+I)'= u,(e) + 0,x+ w,xp'+ tf,(xp" - aXp’ - bx- e) 
apac u,(X) = C:;i (of=,+, ~~Pc’+“r~P’h+‘~r~l~Pr~l~16(Phr~P(~+L~’~l~d~l~)~~r~ Ceci 
Ctant on a l’identitk dans F,,[X]: 
Xp”+ ‘jr = VJ + wp’ + u,(xP2’ - axP’ - bX), 
ce qui montre que uI, w, E ‘FgS et-que u,(X) E FP[X] pour tout l> 1. On a 
Cgalement: n, = _ awf + a(P +Iw 1)/W- 1). On a done: v = q2r,sn1/r- 17 
w = ~~~~~~~~~~~ 1 et u(x) = u12r,snIlr- dx). 
2.2. LEMME. Le polyn6me u(X) de lFps[X] et les &ments v, w de F, 
posszdent les propri&tb suivantes: 
u( g(x)) + (v - 1 )X + wxp’ = P’2’~r”’ - x, 
g(u(X)) + (Y - I >x + u9*‘xpr = Xp’2r~sn’ - x, 
Wp2hpr - awP’ + (u - ly” = 21- 1, 
wP2rbp’ - bw + a(u - 1) = a(u - 1)6. 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
Preuve. La proprii?d (1) n’est pas autre chose que l’identiti du 
Lemme 2.1, avec l= [2r, sn]/r - 1, en utilisant la proprittb que le polynbme 
u(X) est un p’-polynbme de FpS[X]. 
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Pour dkmontrer (2)-(4), on pro&de de la man&e suivante, on utilise 
I’identitl de F,,[X, Y]: 
P f2r*sn’- Y= u(X) + (v- l)Y+ wup’+ U(Y+-.Y@-bY-Xx), 
on en dCduit modulo yPzr - aYP’ - bY - X les congruences: 
d’oti 
(g(y) - qdzrJn -(g(Y)-X) 3 0; 
Or 
g@(X) + (u - 1)Y + WYq - /P’2r.sn’ + x f 0. 
P2’ z aYP’+ bY+X, 
et 
yP3’ s (&‘l + bp’) P’ + aP’b Y f ap’x + xp’. 
Finalement on d6duit de (5) que: 
(5) 
g(u(x)) + (WG” + (u - 1y” - uwP’)X + wp”Xp’ = X+Sn’ - x, (1’) 
b(WP22’ + (u - 1 y2’ - ati’ - (v - 1)) = 0, (2’) 
u(v- lyZr+Wp2’(d’+‘+bp’)-u(v- l)P’-CA/-hv=o. (3’) 
Par conskquent, puisque b # 0, (1’) et (2’) fournissent 
g(u(X)) + (v - 1)X + wp”Xp’ = p’2rVsn’ - x, (2) 
Wp2W-u~‘+(U-Iy2’=U-l, (3) 
wP2’V’-bw+a(y- l)=u(v- 1)d. (4) 
2.3. LEMME. Soit A - BX le reste de g(X) - 8 duns la division 
euclidienne par u(6) + (v - 1 )X + wFr (ce dernier polyndme &ant suppose’ 
non constant). Alors on a: 
(v - l)(Wp”-‘BP’ - B) = 0, 
wP2’Ap’ + (u - l)A + Wp”-‘u(e) BP’ = 0; 
Preuve. Par definition de A et B il est clair que A, B E IF,. . Pro&dons 
module (u(0) + (u - 1)X+ wXpr). On a les congruences 
g(u(e) + (0 - i )x + WXP') = 0, 
done 
g(t4(e)) + ((0 - I )p*’ - u~P’) xp” 
-(u(v-l)P’+bw)Xp’-b(u-1)X+ti2rXp3r = 0. 
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Mais avec les formules (3) et (4) du Lemme 2.2 on a: 
g(u(8)) + (u - 1 - w%~‘)XpZr 
- (a(u - 1) + wW’) xp’ - b(v - 1 )X + wJJzrxpjr = 0, 
soit i I’aide de la formule (2) du Lemme 2.2. 
-wp”P’ + (u - l)(A - BX) - WP2’aP’xP2’ _ WP2rbp’XP’ + yy92’XP” z 0, 
soit 
soit 
--wP2’8p’ + (u - 1 )(A - BX) + ~z’(Xp2r - aXd - bx)p’ 3 0, 
-wp2’B”’ + (u - l)(A - BX) + wp2’(B + A - BXy z 0, 
ou encore 
(u - l)(A - BX) + tizr(A - BX,y’ = 0. 
Mais wXp’ = -(v - 1)X- u(0). Par consequent 
(u - 1)(.4 - BX) + wp2;4p’ + WpZ’- W’((V - 1)X + U(e)) = 0, 
soit: 
et 
ti2’Ap’ + (u - 1)A + w+‘u(e) BPr = 0 
(u - 1)(&v+ W - B) = 0. 
Etablissons maintenant les expressions de A et de B. Si w  # 0, on a 
xp’ = (u- 1) X- 44 
W 
- mod(wXP’ + (u - 1)X + u(0)). 
W 
D’oti 
XP2’ E (g”+lx+ (! !g)” uf) ( “‘,8’) d 
mod(wXP’ + (u - 1)X + u(0)). 
Et done 
o- 1 
( 1 
Pr+’ 
-- +a 
W 
b= -4 
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et 
Si w  = 0, et II # 1, alors A = -g(u(@/(v - 1)) - 0, et B = 0. 
2.3.1. LEMME. Avec les notations du Lemme 2.3 on a: si B f 0, alors 
g(X) - 19 a une racine dans Fps” igale ci A/B. 
Supposons done B # 0. Si w  # 0, le Lemrne 2.3 fournit 
w  $ pr+(v-l) 
( ) 
Bp’$2’- 1 + 40) = 0, 
si, de plus v # 1 alors Wp 
wxp’ + (v - 1)X + u(e). 
‘r-lBp’ = B, et done A/B est une racine E Fd,, de 
Comme g(X)-@=A-BX mod(wXP’ + 
(v - 1)x+ u(e)), il en rCsulte quc A-BXIg(X)-& Si w#O et v= 1, le 
Lemme 2.2 fournit: 
g(u(e)) = -wpzref, 
d2’ap’ = ati’, 
d”bf = bw. 
Si on pose u(8) = rp’ et w  = wlpr, <, w’ E lFps” alors: 
(24(e)+- Wp2r-php'24(0)p' - wp"- Wu(e) = -wp2'ep', 
fr _ aW~p2r-pr<ti _ w~P2’- lb< = -wp’e = -wfP2’em 
On en dCduit que: 
($)““-a ($)P’-b($) -e=o, 
et done g(X) - B a une racine dans F,.. On vkrifiera ci-dessous (cf. cas 1) 
que - t/w’ = A/B. 
Remarque. Si w  = 0 et v # 1. Le Lemme 2.2, formule 2, fournit: 
ainsi A = 0 et B = 0, 
car v - 1 E F,,. On peut Cgalement utiliser le Lemme 2.3. 
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Nous sommes maintenant en mesure 
Proposition 1.1. 
Preuve du Cas 1 de la Proposition 1.1 
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de dkmontrer le cas (1) de la 
Siw#Oet(v-ll)Pr+*+a(v-l)ti’-bti’+*#Oetv#l, 
A wu(f?)p’ - ((v - 1)p’ + a@‘) u(e) + wP’+ ‘8 -=-- --=x 
B (v-ly’+‘+a(v-l)WPr--bbWPr+’ O’ 
L’unicitC est immidiate car d’une part: 
g(X)-0 = A-BXmod(u(@+(v-l)X+wXP’) 
et d’autre part si g(X) - 8 a une racine dans IFpsn alors elle est racine de 
u(B)+(v-l)X+wXP’doncdeA-BX. 
Siw#Oetsiv=1,alors(u-1)P’+1+~(v-1)Mp’-bUp’+1#O;etona 
wan’- awP’u(0) + ti’+‘B A 
-&F+ ’ 
=-. 
B 
Mais 
( 
wu(ey’ - awP’u(f3) + Wp’+*e 
1 
p’ 44 
-bWp’+ ’ 
=--. 
W 
(En effet cette kgalitk n’est autre que la formule (2) du Lemme 2.2, avec 
v = 1, par suite (A/B) = -</ w’ et x0 = -r/w’ (Lemme 2.3).) 
Enfinsiw=Oetv#l, 
wU(e)f - ((u - 1 y’ + ati’) 24(e) + k/f *e 44 
(u - l)p’+ ’ +a(v- l)+$“-b#r+’ =-xi 
ce qui fournit une racine dans IF,. de g(X) - 0 (Lemme 2.3.1). On observera, 
que dans ce cas il y a encore unicitk car 
xp ‘2’*m’-x= 24(e) + (v - 1)x+ utg(x) - 8). 
Preuve du Cas 2 de la Proposition 1.1 
Si w  # 0 alors (v - l)p’+ ’ + a(v - l)WP’-b#+‘==O entraine que B=O. 
La deuxikme condition f(X)) w(u(X))p’ - ((u - 1)“’ + a#‘) u(X) f v#“+ ‘X 
signifie que A # 0. On a done g(X) - 0 = A mod@(B) + (u - 1)X + wXp’). 
Ainsi g(X) - 8 est premier B u(0) + (u - 1)X f wxp’. 
Fzyrne (Lemme 2.2; (1)) 24(g(xj-e)+u(e)+(v- I~C+WX~= 
XP -X, alors g(X) - t9 es: premier i F’*r’sn’ -X. Mais on sait par [3] 
que si p # 2, g(X) - B ( X8(* -I) -X, avec q =p[2rTs”J. Mais g(X) - 0 est 
641/12/4-2 
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hyponormal sur ffpsn. Done son de& minimum sur IF,, est de la forme pa0 
avec 
p”“c p, snl -- & 
sn 
p”o 1 [Zr,. 
sn 
Done si on considere le plus grand entier k, tel que 2r/(2r, sn) =pk x w, 
(p, w) = 1, alors pk <pa0 &p kt r d’oti a,, = k + 1. Le degre minimum de 
f( g(X)) sur ff,, est done pkt In. 
Siw=Oet(v-l)p’+’ +a(u-1)WPr-bbWPr+1=0,alors~=1;la26me 
condition rejette ce cas carf(X) divise 0. 
Remarque. Si w  # 0 alors Xp’ - (( 1 - Y)/w)X( g(X), et de plus g(X) a 
une racine dans I=,*,,. 
Preuve du Cas 3 de la Proposition 1.1 
Les conditions enoncees dans le cas 3, Proposition 1.1, montrent que: 
Par consequent (en vertu de (l), Lemme 2.2) u(0) + (v - 1)X+ wXp’ divise 
Xp’2r*rn’ -X Par ailleurs si u(0) + (v - 1 )X + wX6 n’a pas de racine dans 
IF psn son degrl minimum sur ff,., [ I], est pk’ + ’ oli k’ est tel que 
r/(r, sn) = pk’ . o’ avec (w’,p) = 1. (On aurait done pk’+ r 12r/(2r, sn). Mais 
2r 2 2 
(2r, = (2, sn/(r, snfi ’ & = (2, sn/(r, sn)) pk’ ’ w’*) 
Comme on suppose pf2 on a une contradiction. Done 
u(e) + (v - 1)X+ wxP’ a une racine dans ff,,, et a fortiori g(X) - tI aussi. 
On remarquera que dans ce cas 
g(x) - e = w(@) t (v - 1)x t wxp’) 
oti w  est un p’-polynbme de Fps[X] que l’on peut expliciter. On a done mon- 
tri que le degre minimum sur F,, def(g(X)) dans ce cas est n. 
Remarque. On a encore Xp’ - (( 1 - v)/w)X 1 g(X). 
Preuve du Gas 4 de la Proposition 1.1 
Avec les conditions Cnoncees on a la relation: 
P ‘2r3sn’ - x = u(e) + u( g(X) - e). 
Done g(X) - 8 est premier a Xp’2r*s”’ - X. Comme g(X) - e ( xp” -X, on peut 
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reproduire le raisonnement (preuve du cas 2, Proposition l.l), d’oti le degrk 
minimum def( g(X)) sur IF, est done pk+ ‘n. 
Preuve du Cas 5 de la Proposition 1.1 
Si v = 1, w  = 0, u(8) = 0, le Lemme 2.2 fournit les relations de commuta- 
tion s&antes: 
u( g(X)) = g@(X)) = u( g(x) - e) = XdZ’.rn’ - x. 
Mais on peut 6crire: 
u(X) = 241(e) + 0,x+ w,xp’+ q(g(X) - e). 
Soit 
utU)=u,(X)+v,Y+w,YP’+U*(g(Y)-X), 
u(g(Y) -9 = &4Y)) - u(X) 
=g(u,(X)+v,Y+w,yP’)-r@)mod(g(Y)-X), 
d’o6 par un calcul analogue i celui fait au dibut de ce travail: 
u(X) = (u,(X))pzr - a(u,(X))P’- h,(x) + v,X+ wf*‘F. 
On est alors amenk B considirer diffkrents sous-cas. 
(1) Si w, = 0 et v, # 0 alors g(X) - 0 a une racine dans ffd” &ale i 
-u,(Wv,. 
(2) Si w, =0, v1 =0 et u,(8)#0 alors g(X) a une racine non nulle 
dans ffpsn &ale h u,(B). 
On a done 
g(X) - #= (A?‘- I(#?~‘-%y + b(u,(e))i-Pr(P’- u,(e)+‘X) - e. 
ConsidCrons le polyn6me Xp’ + ~u,(B)‘-~‘X - 8 de lF@,,[X]. Si ce polynBme a 
une racine dans lFBf,,, soit &, alors Xp’ - +(By-‘X- k, est dans lFti,,[X] et 
di”ise pl2r.rnl - X, puisque g(X) - 6 divise Xplfr’m’ -X. On a vu alors, puis- 
que p f 2, que cela entrainait l’existence d’un ClCment x0 E IF,, tel que 
x~‘-u,(f?)p’-lxO=&. Ainsi g(xO) = 6. On a ainsi montrk que dans ce cas 
g(X) - 8 a une racine dans IF,,.. 
Si Xp’ + ~u,(B)‘-~~X - 8 n’a pas de racine dans lFpSn, alors on sait par [l] 
que nkcessairement, il se d&compose en irrtkhtibles de lFti,[X] de degris 
multiples de p”’ ‘, ori k est la valuation de r/(r, sn) ou 2r/(2r, sn) en p, (on a 
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p # 2). Soit done un tel irrkductible, dksignons le par f,(X). Alors 
fJxp’- u,(e>p’-‘X) se dkcompose hi aussi en irrkductibles de Fps,,[X] de 
degrks multiples de p ‘+ I. Mais g(X) - 0, divise Xp’2r’sn’ - X et pk+ ’ ne divise 
pas 2r/(2r, HZ) =pk . w; ((0, p) = I), a fortiori cela est vrai pour les degrks 
des irrkductibles de lF,,,[X] factorisantf,(X# - ul(0)pr-‘X). On obtient done 
une contradiction. 
(3) Si w, =0, 0, = 0 et u,(B) = 0 alors u(X) = ul(g(X) - 8). 11 faut 
recommencer l’ttude prkhdente h partir de u,(X). On reviendra plus loin sur 
ce cas. 
(4) Si w,#O,alorsg(X)-8~,4~-B~Xmod(u,(8)+v,X+w,X~)et 
on peut reproduire les considbations diveloppkes dans le Lemme 2.3.1. De 
facon prlcise si B, # 0, alors A, - B,X ) g(X) - 0 d’od g(X) - B a une racine 
dans Fpsn. Si B, = 0 et A, # 0. On a (-v,/w,)p’+’ - a(-v,/w,) - b = B, = 0. 
On ne peut avoir u1 = 0, done -u&v, = (~r+‘A,)j’-~ (Lemme 2.3). Ainsi 
g(X) a une racine non nulle dans IF, I,,, et comme dans (2) ci-dessus cela con- 
duit i l’existence d’une racine, dans lFps” pour g(X) - 8. 
p ,il = B, = 0, alors u,(8) + u,X+ w,Xp’ divise g(X) - t9 done divise 
xp ” - X, et done puisque p # 2, g(X) - 6’ a une racine dans FpsD. 
11 reste i rkgler le sous-cas 3. 
Supposons que ce cas se prtsente constamment, c’est-&dire que: 
xp ‘2’ssn’ -x = u( g(x)) = g@(X)), 24(e) = 0, 
49 = u,(gQ) = d&Q)~ 24,(e) =o, 
%-l(x) = %MxJ) = gom>~ f+(e) = 0. 
Les polyndmes u,Q ainsi d&is sont des p’-polynBmes moniques de IFJX]. 
u,(X) a pour degri p~2r*sn1-2(‘t ‘jr. On aurait done pour t, tel que 
2(to + 1)r = [2r, sn] 
XP ‘2’~sn’ - x = g 0 g 0 . . . 0 g(X), 
avec z.+,(X) = X et u,,,(e) = 0. Done f(X) = X et bien hidemment alors 
f (lyp” - aX”’ - bX) = xP2’ - aXp’ - bX a une racine dans Fps” = IF,. Si 
l’kventualitk ci-dessus ne se produit pas, alors on est ramen B toute 1’6tude 
prkcbdente avec un polynhme ul(X) pour un indice t convenable. 
3. EXEMPLES 
Nous allons illustrer par des exemples numkriques les diffkrents cas de la 
Proposition 1.1. 
3.1. ler cus. Prenons s = 2, r = 1, n = 1, p = 3. Soit < un Cldment de IF32 
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tel que r2 = 2. Enfin soit f(X) =X + 2< dans ff,[X] et 
g(X) = X3’ - &Y3 - yX. Alors le polynhme X3’ - f13 - gX + 25 = f( g(X)) 
est tel que: 
x 
3,2r.sn, 
-X=<+([+2)X+5X3mod(g(X)+25), avec [2r, sn] = 2. 
Ainsi u(B)=<, u- 1 =<+2, IV=& Par suite (v- l)p’+‘+u(u-- I)#‘-- 
b~#‘+‘= 1 et 
wu(ey’ - ((u - 1 y + aus’) u(e) + I#+ ‘B = c. 
D’oti x0 = <. Done X3’ - &Y3 - &I’ + 2< admet r pour racine dans IF 9, et 
cette racine est unique. 
3.2. 2Pme Cas. Prenons s = 2, I = 1, n = 1, p = 3. On a [2r, sn] = 2. 
Soitf(X)=X+2etg(X)=X32+f13+Xavec<2=2,<ElF,. 
On a X3’*r’r”’ -X=X3*-X= 1 +X+2f13mod(g(X)-8). 
Ainsiu(~)=1,u-1=1,w=2&eta=2~b=-1.Parsuite 
(u - 1)“” l + a(v - 1) wp’ - bus’* l= 0, 
w(u(e))p’ - ((u - i yr + dr) u(e) + wpr+ ‘8 = 25 + 2 f 0. 
La Proposition 1.1 aflirme done que X3’ + &X3 + Xt 2 a 3 pour degrt 
minimum sur lF32. Ce degr6 divise done les degrh des autres irriductibles. 
Onad’ailleursX9-X= l+X~2fl~+X~~+&Y~+X+2et 
X+ - X s 0 mod( g(X) - 8). 
Par conskquent X3’ + &X3 +X + 2 est le produit de 3 irrkductibles de F,[X] 
de degrks 3. 
3.3. 3tme Gas. Prenonsp=3, r= 1, s=2, n= 1. On a [2r,sn]=2. 
Soit c une racine de X2 - X - 1 E iF3[X]. Ce polynSme est irrkductible sur 
6 3. Done 5E F, et <@ F,. Soit 8 une racine de X2 - 2 E ff3[X]. 2 n’est pas 
un carrk dans F, done 8 E IF, et 8 6G F,. Soient done les polyn6mes 
f(X) = X - 6 et g(X) = X3’ - f13 - yX de F,[X]. On a les relations 
x3'-x~yx3+(~-i)X+em0d(g(X)-e8) 
et 
g(x) - e=2rgx3 + (6 1)x+ e)3 + (26 + q(w3 + (6 iyr+ e). 
On vkrifie alors que, u(e) = e, u = & w  = <f 0 et 
(u- l)pr+l+u(u- l)WPr-w’+l=O, 
wu(ey’- ((2~ - iy’+ ~wp’)~(e) + wp’+le= 0. 
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Alors le degre minimum def( g(X)) = X32 - f13 - fl- 0 sur ff 9 est 1. On a 
d’ailleurs g(B) - 0 = 0. En effet, 19 est une racine de &X3 + (r- 1)X+ 0. On 
voit que tow les degres des irreductibles factorisant ce dernier polynome, 
dans IF, [Xl, sont egaux a 1 car (1 - o/r est un carre dans IF,. 
3.4. 4&ne Cas. Prenons p=3, r=l, s=2, n=2. On a [2r,sn]=4. 
Soient < et 1 tels que c*=2, Lz+L+2=0. <,LEF32 et &n@lF,. Soit 
g(X) = X3’ - f13 -AX. Enfk soit 8 E IF+, 8 & F9 tel que 8’ = 1. (A n’estpas 
un carre dans IF,). Soit f(X) = X2 - 1. On a u(X) = (,I+ 1 )X + f13 + X3 , et 
g(X) - 8 est tel que: X3” - X = u(0) + u( g(X) - 0). Aimi w  = u - 1 = 0. En- 
fin on a u(8) = I(( + l)e # 0. Doncf( g(X)) = (X3’ - yX - AX)* - 1 possede 
un facteur irreductible de degre 6 sur ff 32, et c’est le degre minimum. Comme 
u(B) E ff 3a on en deduit que g(X) - 0 ( X3’)’ - X. Comme u(8) # 0, g(X) - B 
ne peut avoir de racine dans F, 1 et done g(X) - 0 est le produit de 3 irrkduc- ,
tibles de degres 3 sur F34. 
3.5. 52me Cas. Prenons p= 3, s = 4, r = 3. Soit a une racine du 
polyndme X4 -X2 - 1, qui est irreductible sur F,. Ainsi a* = - 1 et aI6 = 1 
et a E IF34 et a @G [F32. Soit b = a4, enfin on a done b* = - 1. a n’est pas un 
carre dans F34 car a(92-11/2 = a4’ = (a’)j = - 1. 
Le polynome X2 - a est done irreductible sur F34. Soit 8 l’une de ses 
racines dans ff 3~. Enfin soit g(X) =X36 - uX3’ - bX. On a done n = 2 et 
[2r, SE ] = [6,8] = 24. On vbifie que X3” - X = (g( g(X))3’2 + g(g(X)). 
Ainsi t, = 1, w  = 0, et u(X) = (g(X))3” + g(X). Comme u(0) = 0, la Proposi- 
tion 1.1 assure l’existence d’une racine dans F3s pour g(X) - 0. Le degre 
minimum de (X36 - aX3’ - bX)* - a sur F,d est done 2. On a d’ailleurs 
g(4) - 8 = 0, et done X2 - a divise (X36 - dy33 - bX)* - a. 
Du developpement de cet article, on peut digager les remarques suivantes: 
Si g(X) posdde une racine r non nulle telle que {Y”‘-’ appartienne a l’ex- 
tension IF psR de IF,,*, alors 
Xp*’ _ & - bx = (Xp’ _ 5p’- ‘X)p’ + b(‘-Pr(Xpr _ tf - ‘X) 
= (j@- cP’-‘X)[(Xp’- ,f’=lX)o’-’ + b,$l-P’] 
et on sait par [2] que (Xp’ - <p’-lxl)p’-l + b<‘-P’ est lui aussi hyponormal 
sur Fprn. On peut done pousser plus loin I’explicitation des degres pour g(X). 
On a ainsi (dam la mesure oti r est explicitement connue, c’est-a-dire si on 
connait l’entier [F,,,(c) : lFps”]), theoriquement tous les degris des irrtducti- 
bles de ff,,,[X] factorisant g(X) - 8. 
Dans le cas 1 de la Proposition 1.1, la connaissance explicite de x0 E IF,, 
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permet de mettre en tvidence un p’-polyn6me h(X) de Fd[X], tel que le 
polynhme transform6 def(X) par h(X) soit lui aussi irrtductible de degri n 
dans F,,[X]. On avait dkjB dans [l] mis en hidence un p’-polynbme possk- 
dant cette propriktti. 
Enfin dans le cas 5 de la Proposition 1.1, c’est-i-dire lorsque g(X) - 6 
divise XP’2r’sn’ - X, il est aisi de voir que 
a@ 
i2rJnl-,), (p’-,) _ _ p(P~~‘.s*~-lMp’- 1) = 1, 
et done que 
(-q(P’~r.sn~- I)/@- I) = 1. 
Le polyn6me u(X) de lf,,,[X] a des coefficients qui sont des fonctions 
polynames de a puisque p = - b/a. On peut done par division par 
Xp’f 1 - aX - b, exprimer ces coefficients i I’aide de a et b: ce sent en effet 
les restes de ces divisions. 
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